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1. Verwenden Sie die Cayley-Konstruktion, um einen Isomorphismus zwischen der Dieder-
gruppe Dj (siehe Blatt 1) und einer weiteren Untergruppe der Sg zu erhalten.

2. In dieser Aufgabe sollen einige Relationen erarbeitet werden, welche es erlauben, die
Darstellungen der Gruppe SO(3) zu studieren.

(a) Sei die Matrix Js definiert als
—1

J3 = 0
0

o = O
o O O

Zeigen sie, dass exp[—itJ3] = R3(1)), wobei R3(¢) die Matrix der Rotation um
den Winkel ¢ um der z-Achse in R? ist:

cos(vp) —sin(¢h) 0
Rs(¢) = ;in(@/)) cos () ? :

(Hinweis: berechnen Sie JZ und J3). J3 wird als Generator der Rotation um
der z-Achse bezeichnet. Analog existieren Generatoren fiir Rotationen um den
x- und y-Achsen:

000 0 0 i
=00 —i ., JL=[0 00
04 0 —i 00

Zusammen bilden sie einen Vektorraum.

(b) Zeigen Sie, dass folgende Beziehung zwischen den Matrizen J; gilt:
[Ji, J]] = Z'Gijkjk,

wobei [J4, Jg] = JaJp — JpJa und €% der komplett antisymmetrische Ten-
sor ist (el =1, €% = —ik = —¢* = —M1) Diese Beziehung wird als
die Lie-Algebra der Generatoren bezeichnet und ist lokal dquivalent mit der
Gruppenmultiplikation, welche auf SO(3) definiert ist.



(c) Es seien die Auf- und Abstiegsoperatoren J, und J_ definiert als JL = J; £iJs,
und der Casimir-Operator:

=R+ 5+ =0+ T+ J ],

Zeigen Sie folgende Identitaten:

[J?n J—l—] - ‘]+7
[J3, J_] = —J_,
[Je, ] =25,

Verwenden Sie dabei nicht die expliziten Ausdriicke fiir J;, sondern die Lie-
Algebra. Zeigen Sie damit auch:

[sz J3] = Oa
[JZJ J—l—] =Y
(analog gilt auch [J2, J_] = 0). Da diese Kommutatoren nur unter Verwendung

der allgemein giiltigen Lie-Algebra hergeleitet wurden, gelten sie auch fiir andere
Darstellungen von SO(3) als diejenige auf R3.



