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Besprechung Fr. 10.6

1. Sei die Transformation
x→ ax+ b,

welche von den kontinuierlichen Parametern a und b abhängt. Bestimmen Sie die
Generatoren Γa und Γb der entsprechenden Gruppe sowie die Lie-Algebra [Γa,Γb]
([ , ] bezeichnet den Kommutator).

2. Die Gruppe O(2) besteht aus den Drehungen R(φ) um die z-Achse und zusätzlich
einer Spiegelung an einer Ebene, welche die z-Achse enthält.

(a) Sei S die Spiegelung an der x-z-Ebene. Zeigen Sie, dass S−1R(φ)S = R(−φ)
und dass die Gruppe somit im Gegensatz zu SO(2) nicht abelsch ist.

(b) Begründen Sie, warum es für m 6= 0 notwendig ist, die irreduziblen Darstellun-
gen D(m) und D(−m) der SO(2) zu kombinieren, um eine irreduzible Darstellung
der O(2) zu erhalten. Finden Sie die entsprechenden Darstellungsmatrizen und
berechnen Sie deren Charaktere.

3. Die eigentliche Lorentzgruppe (Lorentztransformationen mit Determinante 1) hat
sechs Generatoren: drei Rotationen Jn und drei Boosts Kn. Diese erfüllen folgende
Lie-Algebra:

[Jm, Jn] = iεmnlJl,

[Km, Jn] = iεmnlKl,

[Km, Kn] = −iεmnlJl,

wobei εmnl der total antisymmetrische Tensor mit drei Indizes ist. Es kann gezeigt
werden, dass unter dem Basiswechsel

Mm =
Jm + iKm

2

Nm =
Jm − iKm

2
,

die Lie-Algebra als das direkte Produkt zweier Subalgebren beschrieben werden kann.
Berechnen Sie die Kommutatoren [Mm,Mn], [Nm, Nn] und [Mm, Nn].
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4. Der Pauli-Lubanski-Vektor ist definiert durch:

W λ = ελµνσJµνPσ/2,

wobei Jmn = εmnkJk, Jm0 = Km (siehe Aufgabe 3) und null sonst (römische Buch-
staben bezeichnen Indizes von eins bis drei, griechische Buchstaben Indizes von null
bis drei). Pµ sind die Generatoren der Translationsgruppe und erfüllen folgende
Kommutationsrelationen:

[Pµ, Pν ] = 0,

[Pµ, Jνρ] = i(Pνgµρ − Pρgµν),
[Jµν , Jρσ] = i(Jρνgµσ − Jσνgµρ + Jµρgνσ − Jµσgνρ).

Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) W µPµ = 0.

(b) [W µ, P ν ] = 0.

(c) [W ρ, Jµν ] = i(W µgρν −W νgµρ).

(d) [W ρ,W σ] = iερσµνWµPν .
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